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問題

　半径 r の円に内接する正 n 角形の頂点を順次 A1，A2，· · ·，An とする．まず頂点 A2 を中心とする半径

A2A1 の円と辺 A3A2 の延長（ ⃗A3A2 の方向）との交点を B1 として扇形 A2A1B1 をつくる．次に頂点 A3

を中心とする半径 A3B1 の円と辺 A4A3 の延長（ ⃗A4A3 の方向）との交点を B2 として扇形 A3B1B2 をつく

る．順次このようにして n 個の扇形をつくる．さて，正 n 角形 A1A2 · · ·An の面積とこれら n 個の扇形の

面積の総和を Sn で表すとき，

1. 　 Sn を n，r を用いて表せ．

2. 　 lim
n→∞

Sn を求めよ．

解答

正 n角形の外角を tとすると t = 2π/n

同時に角辺をはさむ中心角も tに等しい。

半径 r の円に内接する正 n角形の面積は
nr2 sin t

2
= nr2 sin(t/2)cos(t/2)

正 n角形の辺の長さを lとすると

l = 2r sin(t/2)(中心角の２等分線と辺は直交するので)

l2 = 4r2 sin2(t/2)

k 番目の扇形は半径が klで中心角が tなので

面積は π(kl)2/n = πk2l2/n = 4πk2r2 sin2(t/2)/n

n個の扇形の面積の和は

n∑
k=1

πk2l2

=

n∑
k=1

4πk2r2 sin2(t/2)/n

=
4πr2 sin2

π

n
n

(
n∑

k=1

k2

)

=
4πr2 sin2

π

n
n

(
n∑

k=1

k2

)

=
4πr2 sin2

π

n
n

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

=
1

3

(
2πr2 sin2

π

n

)
(n+ 1)(2n+ 1)

面積の合計 Sn は Sn = nr2 sin(
π

n
)cos(

π

n
) +

1

3

(
2πr2 sin2

π

n

)
(n+ 1)(2n+ 1)

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
nr2 sin(

π

n
)cos(

π

n
) +

1

3

(
2πr2 sin2

π

n

)
(n+ 1)(2n+ 1)

)
lim

n→∞

(
nr2 sin(

π

n
)cos(

π

n
)
)
= πr2(円の面積)

lim
n→∞

(
1

3

(
2πr2 sin2

π

n

)
(n+ 1)(2n+ 1)

)
=

2πr2

3
lim
n→∞

(
sin2

π

n

)
(2n2 + 3n+ 1)

1



lim
n→∞

(
sin2

π

n

)
(2n2 + 3n+ 1) = lim

n→∞

(
2n2 sin2

π

n
+ 3n sin2

π

n
+ sin2

π

n

)
lim

n→∞

(
2n2 sin2

π

n

)
= 2

(
lim
n→∞

(
n sin

π

n

)(
n sin

π

n

))
lim

n→∞

(
n sin

π

n

)
= π より

lim
n→∞

(
2n2 sin2

π

n

)
= 2π2

lim
n→∞

(
3n sin2

π

n

)
= 3

(
lim
n→∞

(
n sin

π

n

)(
sin

π

n

))
lim

n→∞

(
sin

π

n

)
= 0より

lim
n→∞

(
3n sin2

π

n

)
= 0

lim
n→∞

(
sin2

π

n

)
= 0

以上より lim
n→∞

Sn = πr2 +
4π3r2

3
=

3 + 4π2

3
πr2

2


