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問題

　 xy 平面上に 2つの動点 P，Qがある．Pは点 (1, 0) から出発し，原点 Oを中心とする半径 1の円周上を

正の向きに一定の速さ π（円周率）で回転する．Qは点 (a, 0) から出発し，y 軸に平行な直線上を y の増加

方向に一定の速さ v で進む．ただし，0 < v < aπ とする．

1. 　出発時から測って，時刻 n と n+1 との間で 3点 O，P，Qが 1直線上に並ぶ時刻 tn がただ 1回あ

ることを示せ．ただし，n = 0，1，2，· · · とする．
2. 　 n が増してゆくと，tn − n は一定値に近づくことを示せ．

解答

x軸の正の部分と OPのなす角を b,

x軸の正の部分と OQのなす角を cとする。

時刻 tにおいて b = tπ

したがって,点 Pの座標 (px, py)は

(px, py) = (cos tπ, sin tπ)

このときの Qの座標 (qx, qy)は (qx, qy) = (a, vt)

Qが動く直線を Lとする

1.

nが偶数の時

t = n の時の Q の座標は (a, vn) P の座標は (cosnπ, sinnπ) = (1, 0) t = n + 1/2 の時の Q の座標は

(a, v(n+ 1/2))

そのときの角を cとすると、v(n+ 1/2) = a tan c

この時の角 cは tanの定義から、0 < c < π/2

したがって、n ≦ t ≦ n+ 1/2の範囲で、(t− n)π = cとなる tがある。

そのような tを te とする。

このとき、f(t) = vt− a tan πtを考えると

tanは周期 2π の周期関数なので、nは偶数より tan (t− n)π = tan tπ

f(te) = vte − a tan teπ = vte − a tan (te − n)π = vte − v(n+ 1/2) = v(te − n+ 1/2) < 0

f(n) = vn− a tan nπ = vn > 0

f(t)は作り方から連続であるから f(x) = 0となる xが n < x < te の範囲に存在する。

f ′(t) = v − aπ sec2 πt

sec2 πt ≧ 1より f ′(t) < 0

よって、f(t)は単調減少かつ、f ′(t) = 0となる点がないので、この範囲で、f(x) = 0となる点は１つに限る。

以上より、OPQが一直線上にならぶ tn が n < tn < n+ 1の間で１ただ１回ある。

nが奇数のとき

t = n の時の Q の座標は (a, vn) P の座標は (cosnπ, sinnπ) = (−1, 0) t = n + 1/2 の時の Q の座標は

(a, v(n+ 1/2))

そのときの角を cとすると、v(n+ 1/2) = a tan c

この時の角 cは tanの定義から、0 < c < π/2

nは奇数なので、n ≦ t ≦ n+ 1/2の範囲で、(t− n)π = cとなる tがある。

そのような tを te とする。
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このとき、f(t) = vt+ a tan πtを考えると

tanは周期 2π の周期関数なので、nは奇数より tan (t− n)π = − tan tπ

f(te) = vte + a tan teπ = vte − a tan (te − n)π = vte − v(n+ 1/2) = v(te − n+ 1/2) < 0

となる。

f(n) = vn > 0なので、偶数の場合と同様、f(x) = 0となる点がただ一つある。

このとき、点 POQの順で並んでいるが、１直線上に存在する。

以上より、OPQが一直線上にならぶ tn が n < tn < n+ 1の間で１ただ１回ある。

2.

１直線上に並ぶ tn を考えると、前述の通り

nが偶数の場合は

tan (tn − n)π > vn

lim
n→∞

vn = ∞なので
lim

n→∞
tan (tn − n)π = ∞

このとき、(tn − n)π は、π/2に近付く

よって、tn − nは 1/2に近付く

nが奇数の場合も同様に

tan (tn − n)π < −vn

より、(tn − n)π は、π/2に近付く

以上より、nが大きくなると、tn − nは
1

2
に近付く
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