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問題

直角をはさむ 2つの半直線 OA，OB上にそれぞれ点 P，Qを，PQ = 2a（a は正の定数）であるようにとる．

このとき，△OPQの面積を最大にするには線分 OPの長さをいくらにすればよいか．

解答

OP = l,OQ = mとおく。

△OPQは直角をはさむ三角形なので

l2 +m2 = 4a2

l ≧ 0,m ≧ 0, a >なので、0 ≦ l ≦ 2a

m ≧ 0よりm =
√
4a2 − l2

△OPQの面積は
lm

2
なので

f(l) =
l
√
4a2 − l2

2
として

f ′(l) = − l2 − 2a2√
4a2 − l2

0 ≦ l ≦ 2aより 4a2 − l2 > 0なので f ′(l)の正負は 2a2 − l2 の正負と一致する。

(2a2 − l2) = (
√
2a+ l)(

√
2a− l)

a > 0, l ≧ 0なので
√
2a+ l > 0

したがって、この正負は
√
2a− lの正負と一致する。

つまり
√
2a− l > 0 →

√
2a > lの範囲で、正

√
2a− l < 0 →

√
2a < lの範囲で、負

√
2a = lの時 0となる。

よって、f(l)は、

l <
√
2aで単調増加

l =
√
2aで極大

l >
√
2aで単調減少

となる。

よって、0 ≦ l ≦ 2aの区間では、l =
√
2aの点で最大となる。

以上より

△OPQの面積を最大にするには、線分 OPの長さを
√
2aとすればよい。

1


