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問題

　 1つの平面内にある，いくつかの 0でないベクトルからなる集合 S が条件

　　 “a，b が S のベクトルであれば
2(a, b)

(b, b)
は整数である”

をみたしているという．ただし，(a, b) 等はベクトルの内積をあらわす．

1. 　 S の 2つのベクトルの間の角は，0◦，30◦，45◦，60◦，90◦ およびこれらの補角のうちの 1つである

ことを示せ．

2. 　 (1)において，角が 0◦，30◦，60◦ の場合には，2つのベクトルの長さの比はどうなるか．

3. 　 30◦ の角をなすベクトル a，b を含み，12個のベクトルからなる集合 S の例を図示し，各ベクトル

を a，b であらわせ．

解答

1.

a = (xa, ya)

b = (xb, yb)

とすると
2(a, b)

(b, b)
=

2(xaxb + yayb)

xb
2 + yb2

これが整数なので

2(xaxb + yayb)

xb
2 + yb2

= nと表せる。

したがって

2(xaxb + yayb) = n(xb
2 + yb

2)

2xaxb + 2yayb = nxb
2 + nyb

2

2xaxb − nxb
2 = nyb

2 − 2yayb

xb(2xa − nxb) = yb(nyb − 2ya)

xb(2xa − nxb) + yb(2ya − nyb) = 0

c = (2xa − nxb, 2ya − nyb)としたとき

(b, c) = 0

つまり、bと cは直交する。

c = (2xa − nxb, 2ya − nyb) = 2a− nbなので

原点 Oから 2aを伸ばし、その点を A

Aから bと逆向きに n|b|の長さにとった点を Cとすると三角形 OACの角 Cは 90◦ となる。

このとき、角 A= θ を考えると cos θ =
n|b|
2|a|

cos2 θ =
n2|b|2

22|a|2

cos2 θ =
n2(b, b)

22|a|2

cos2 θ =
2n(a, b)

22|a|2

cos2 θ =
n(a, b)

2(a,a)

となるが a, bともに S の要素なので
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仮定より
2(a, b)

(a,a)
は整数。

したがってこれをmとおくと

cos2 θ =
nm

4

m,nともに整数なのでmn = lとすると cos θ =
±
√
l

2
−1 ≦ cos θ ≦ 1より

0 ≦ l ≦ 4

lは (0, 1, 2, 3, 4)のどれかとなるので

cos θは (−1,
−
√
3

2
,
−1√
2
,
−1

2
, 0,

1

2
,
1√
2
,

√
3

2
, 1) となる。

したがって、θ は

180◦, 150◦, 135◦, 120◦, 90◦, 60◦, 45◦, 30◦, 0◦ となる。

角 Aは aと bのなす角の錯角なので値は等しい。

よって S の二つのベクトルのなす角は 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦ およびその補角となる。

2.

角が 0◦, 30◦, 60◦ のとき

cos θ =
1,
√
3

2
,
1

2
よって、l = 1, 3, 4

mn = 1, 3, 4であるから、(n,m) = (1, 1), (1, 3), (3, 1), (1, 4), (2, 2), (4, 1)の組がある。

(n,m) = (1, 1)のとき

cos θ =
1

2

cos θ =
|b|
2|a|

より
|b|
2|a|

=
1

2
|b| = |a|
よって、二つのベクトルの長さは等しい

(n,m) = (1, 3)のとき

cos θ =

√
3

2

cos θ =
|b|
2|a|

より
|b|
2|a|

=

√
3

2

|b| =
√
3|a|

よって、二つのベクトルの長さの比は
√
3

(n,m) = (3, 1)のとき

同様に |a| =
√
3|b|

よって、二つのベクトルの長さの比は
√
3

(n,m) = (1, 4)のとき

cos θ = 1

cos θ =
|b|
2|a|

より

|b| = 2|a|
比は 2

(n,m) = (2, 2)のとき
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cos θ =
1√
2

cos θ =
2|b|
2|a|

より

|a| =
√
2|b|

比は
√
2

(n,m) = (1, 4)のとき

同様に

|a| = 2|b|
以上より、角が 0◦ のとき長さの比は 2または

√
2

30◦ のとき長さの比は
√
3

60◦ のとき長さは等しい

3.

a

b

(1,0)

(3/2,sqrt(3)/2)

S = {a1, . . . ,a12}とし
a1 = a = (1, 0)

a2 = b = (
3

2
,

√
3

2
)

とする。

a3 = b− a

a4 = 2b− 3a

a5 = b− 2a

a6 = b− 3a

a7 = −a

a8 = −b

a9 = a− b

a10 = 3a− 2b

a11 = 2a− b

a12 = 3a− b
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