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問題

　平面上に動点 Pがある．時刻 t（t ≧ 0）のときの Pの座標 (x, y) は次の式で与えられる．(
x
y

)
= e−at

(
cos bt − sin bt
sin bt cos bt

)(
c1
c2

)
　ただし，a，b，c1，c2 は定数であって，a > 0，b > 0 であり，定点 C(c1, c2) は原点 O(0, 0)とは異なるも

のとする．このとき

1. 　動点 Pの速度ベクトルと動径 OPのなす角は一定であることを示せ．

2. 　動点 Pが Cを出発したのち，線分 OCと最初に交わる点を C1，第 2回目に交わる点を C2 とする．

一般に，第 k 回目に OCと交わる点を Ck とする．Pの経過した道のり

)

CC1，

)

C1C2，· · ·，

)

CkCk+1，

· · · は等比数列であることを示せ．

解答

Cが x上の点 (l, 0)に来るように回転を行っても、距離や角は影響を受けないので

C= (l, 0)とする。(l =
√
c12 + c22)

時刻 tにおける x, y の値を xt, yt

Pにおける速度ベクトルを −→v = (vx, vy)とする

xt = e−at(l cos bt),yt = e−at(l sin bt)

vx =
dxt

dt
,vy =

dyt
dt

vx, vy を計算すると

vx =
d

dt
{e−at(l cos bt)}

= l
d

dt
{e−at cos bt}

= l(−ae−at cos bt− be−at sin bt)

= e−at(−la cos bt− lb sin bt)

vy =
d

dt
{e−at(l sin bt)}

= l
d

dt
{e−at sin bt}

= e−at(−la sin bt+ lb cos bt)

以上より
−→v = (−le−at(a cos bt+ b sin bt),−le−at(a sin bt− b cos bt))
−→
OP = (le−at cos bt, le−at sin bt)

|−→v | = le−at
√
a2 + b2,|

−→
OP| = le−at なので

それぞれの単位ベクトルを −→v e,
−→
OPe とすると

−→v e =
−→v
|−→v |

= (
(a cos bt+ b sin bt)√

a2 + b2
,
(a sin bt− b cos bt)√

a2 + b2
)

−→
OPe =

−→
OP

|
−→
OP|

= (cos bt, sin bt)

1



−→v e =
1√

a2 + b2

(
a b

−b a

)
−→
OPe となる。(

a√
a2 + b2

)2

+

(
b√

a2 + b2

)2

= 1なので

a√
a2 + b2

= cos θ,
−b√

a2 + b2
= sin θとする回転行列に等しい。

またこれは tには依存しないので OPと −→v のなす角は一定。
2.

Pが OCを横切るのは bt = 2π となったとき

したがって)

CkCk+1 は tが
2kπ

b
から

2(k + 1)π

b
まで変わる間に移動する距離。

よってその距離は∫ 2(k+1)π
b

2(k)π
b

√
vx2 + vy2 dt

これを Dk とおくと

Dk =

∫ 2(k+1)π
b

2(k)π
b

√
vx2 + vy2 dt

=

∫ 2(k+1)π
b

2(k)π
b

e−atl
√
(a cos bt+ b sin bt)2 + (a sin bt− b cos bt)2 dt

=

∫ 2(k+1)π
b

2(k)π
b

e−atl
√
a2 + b2 dt

= l
√
a2 + b2

∫ 2(k+1)π
b

2(k)π
b

e−at dt

= l
√
a2 + b2

[
−ae−at

] 2(k+1)π
b

2(k)π
b

dt

= l
√
a2 + b2(−ae−a

2(k)π
b + ae−a

2(k+1)π
b )

= al
√
a2 + b2(e−a

2(k+1)π
b − e−a

2(k)π
b )

= al
√
a2 + b2(e−a

2(k)π
b e−a

2(1)π
b − e−a

2(k)π
b )

= al
√
a2 + b2(e−a 2π

b − 1)e−a
2(k)π

b

Dk+1

Dk
=

al
√
a2 + b2(e−a 2π

b − 1)e−a
2(k+1)π

b

al
√
a2 + b2(e−a 2π

b − 1)e−a
2(k)π

b

=
e−a

2(k+1)π
b

e−a
2(k)π

b

= e−a
2(k+1)π

b +a
2(k)π

b

= e−a 2π
b

となり一定

したがって Dk は等比数列

証明終了
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