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問題

　二つの行列 A =

(
0 0

1 0

)
，B =

(
0 1

0 0

)
だけを使い，乗法で得られる行列（A，B いずれも何回も使って

よい）全部を求めよ．

解答

AB =

(
0 0

1 0

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 0

0 1

)

BA =

(
0 1

0 0

)(
0 0

1 0

)
=

(
1 0

0 0

)

A2 =

(
0 0

1 0

)(
0 0

1 0

)
=

(
0 0

0 0

)

B2 =

(
0 1

0 0

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)

また ABAB =

(
0 0

0 1

)(
0 0

0 1

)
=

(
0 0

0 1

)
= AB

BABA =

(
1 0

0 0

)(
1 0

0 0

)
=

(
1 0

0 0

)
= BA

以上より A,B が 2個以上並んだ部分を含む積は零行列を含み、零行列を含む積は零行列になってしまうので

零行列以外の積は

ABABAB · · ·AB

ABABAB · · ·ABA

BABABA · · ·BA

BABABA · · ·BAB

の４種類しかあり得ない。

ABAB = AB,BABA = BAなので

ABABAB · · ·AB = AB

ABABAB · · ·ABA = ABA

BABABA · · ·BA = BA

BABABA · · ·BAB = BAB

ここで ABA,BAB を計算すると

ABA =

(
0 0

0 1

)(
0 0

1 0

)
=

(
0 0

1 0

)
= A

BAB =

(
1 0

0 0

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 1

0 0

)
= B

なので

ABABAB · · ·ABA = ABA = A

BABABA · · ·BAB = BAB = B

となる。

積によってできる行列は零行列以外には A,B,AB,BAの 4種類
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よって積によって作られる行列は(
0 0
0 0

)(
0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)(
0 0
0 1

)(
1 0
0 0

)
証明終了
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