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問題

　 a を正の定数とする．放物線 Ca : y = x2 − a2 上の点 Pから放物線 C : y = x2 に引いた 2本の接線の接

点を Q，Rとするとき，線分 QRと C とで囲まれた部分の面積は，Pの取り方に無関係であることを示せ．

解答

Ca 上の点 P = (p, p2 − a2)とする。

C の接線の方程式は

f(x) = x2 とすると f ′(x) = 2xなので

x = bの時の接線は y = 2bx− b2

この接線が P を通る時の bの値は

p2 − a2 = 2bp− b2 を満たすので

b = p− a, p+ aとなる。

Qの x座標が Rより小さいと仮定しても一般性を失わないので

Q,Rは Q= (p− a, (p− a)2),R= (p+ a, (p+ a)2)となる。

したがて QRの式は y = 2px+ (a2 − p2)

この線分と C の囲む部分の面積を S とすると

S =

∫ p+a

p−a

−x2 + 2px+ (a2 − p2) dx

=
[
−1

3
x3 + px2 + (a2 − p2)x

]p+a

p−a

= −1

3
(p+ a)3 + p(p+ a)2 + (a2 − p2)(p+ a)− (−1

3
(p− a)3 + p(p− a)2 + (a2 − p2)(p− a))

= −1

3
((p+ a)3 − (p− a)3) + p(p+ a)2 − p(p− a)2 + (a2 − p2)((p+ a)− (p− a))

= −1

3
(6ap2 + 2a3) + p((p+ a)2 − (p− a)2) + 2a(a2 − p2)

= −2ap2 − 2a3

3
+ p(4ap) + 2a3 − 2ap2

= −2ap2 − 2a3

3
+ 4ap2 + 2a3 − 2ap2

=
a3

3

となり aにのみ依存し P のとり方には関係ない。

証明終了
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