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問題

b，c は実数とし，x2 + 2bx+ c = 0 の 2根を α，β とする．

1. 　 b2 − c < 0，b ̸= 0 とすれば，いかなる複素数 γ に対しても γ = tα+ uβ となる実数 t，u が存在す

ることを示せ．

2. 　 f(x) = x2 + 2(b− 1)x+ 5− c とおくとき，次の条件（∗）を満たす点 (b, c) 全体の集合 D を決定

し，図示せよ．

　　（∗） t，u がともに実数なら，f(tα+ uβ) ̸= 0

解答

x2 + 2bx+ c = (x+ b)2 − b2 + c = 0より、(x+ b)2 = b2 − c

よって、b2 − c < 0かつ b ̸= 0ならば、(x + b)は虚数で、pを実数,iを虚数単位として x + b = ±piと表せ

る。b2 − c ̸= 0より p ̸= 0

したがって x = −b± pi ((pi)2 = b2 − c)

このとき、α, β は、この解なので、α = −b+ piβ = −b− piと表せる。ここで、任意の複素数 γ = q+ ri(q, r

は実数)について、

tα+ uβ = γ つまり −bt+ pti+−bu− pui = −b(t+ u) + pi(t− u) = q + ri

t+ u = −q

b
t− u =

r

p
となる (条件から b, pはともに 0ではない)

よって、これを t, uについて解くと

t = − q

2b
+

r

2p
u = − q

2b
− r

2p
となり、任意の γ について t, uは存在する。

2) α, β はともに x2 + 2bx+ c = 0の解なので α+ β = −2b, αβ = cとなる。

g(x) = x2 + 2bx+ cとすると

f(x) = x2 + 2(b− 1)x+ 5− c = x2 + 2bx+ c− 2x+ 5 = g(x)− 2x+ 5より

f(tα+ uβ) = g(tα+ uβ)− 2(tα+ uβ) + 5

= (tα+ uβ)2 + 2b(tα+ uβ) + c− 2(tα+ uβ) + 5

= t2α2 + 2tuαβ + u2β2 + 2btα+ 2buβ + c− 2(tα+ uβ) + 5

= t2α2 + 2tuc+ u2β2 + 2btα+ 2buβ + c− 2(tα+ uβ) + 5

証明終了
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