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問題

　 a，b は a > b をみたす自然数とし，p，d は素数で p > 2 とする。このとき，ap − bp = d であるならば，

d を 2p で割った余りが 1 であることを示せ。

解答

ap − bp = (a− b)(ap−1 + ap−2b+ ap−3b2 + · · ·+ bp−1) = d

dは素数なので{
(a− b) = d

(ap−1 + ap−2b+ ap−3b2 + · · ·+ bp−1) = 1
(1)

または{
(a− b) = 1

(ap−1 + ap−2b+ ap−3b2 + · · ·+ bp−1) = d
(2)

のいずれかにしか因数分解できない。

a ≧ 2かつ b ≧ 1,p > 2なので

ap−1 + ap−2b+ ap−3b2 + · · ·+ bp−1 > ap−1 ≧ 22 = 4 (3)

より (1)の場合はあり得ない

(2)の場合 a− b = 1より b = a− 1

したがって

d = ap − bp = ap − (a− 1)p = (−1)p−1
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=
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n!
(0 < n < p)は pで割り切れ

p > 2は奇数なので −(−1)p = 1だから

dを pで割ったあまりは 1

(3)より、d > 3なので dは２より大きい素数であるから奇数である。

よって２で割ったあまりは 1

以上より d = 2n+ 1かつ d = mp+ 1となる整数m,nが存在し 2n+ 1 = mp+ 1より 2n = mp

しかし pは素数で p > 2なので nが pで割り切れなければならない

つまり、n = lpとなる整数 lが存在する。

したがって d = 2pl + 1となり

dを 2pで割った余りは 1
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